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Résumé
On montre une forme forte de la conjecture de Clemens en degré 11 : Il existe un nombre fini de courbes
rationnelles lisses de degré 11 sur une hypersurface quintique générale de l’espace projectif complexe de
dimension quatre. Chaque courbe est plongée avec un fibré normal O(−1) ⊕O(−1).
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1. Introduction
Clemens a conjecturé que le nombre de courbes lisses rationnelles de degré fixé d sur une
hypersurface quintique générale F de P4 est fini [1]. S. Katz a ensuite considéré la conjecture
sous la forme suivante : Le schéma de Hilbert des courbes lisses rationnelles de degré d sur F
est non vide, fini, réduit et chaque courbe est plongée avec un fibré normal O(−1) ⊕ O(−1).
Katz a prouvé la forme forte de la conjecture pour d  7 [9]. Les cas d = 8 et d = 9 ont été
traités par Nijsse [10] et Johnsen et Kleiman [7]. Le cas d = 10 a été traité par Vallaeys [11] et
Cotterill [2]. On s’intéresse ici au cas d = 11. La méthode proposée ici permet aussi de traiter
très simplement les cas d  10. Nous utiliserons des ingrédients qui curieusement n’apparaissent
pas dans les travaux précédents : des raffinements de la méthode de Castelnuovo sur la fonction
de Hilbert d’un groupe de points [3,6]. Cela permet d’avoir des preuves beaucoup plus simples
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de ce texte.
2. Notations et rappels
On désigne par OX et IX/P r le faisceau structural et le faisceau d’idéaux définissant la sous-
variété X de Pr où Pr est un espace projectif sur un corps algébriquement clos k. Si F est un
faisceau cohérent sur Pr on note F(n) = F ⊗OP r (n), Hi(F) le i-ème groupe de cohomologie
et hi(F) sa dimension sur k. On dit qu’une courbe C est non dégénérée si elle n’est pas contenue
dans un hyperplan. On dit qu’une courbe C de Pr est m-régulière si hi(IC/P r (m − i)) = 0 pour
tout i > 0. On note Md l’ouvert du schéma de Hilbert paramétrant les courbes lisses irréductibles
rationnelles de degré d de P4. Md est irréductible de dimension 5d + 1. Si C est une courbe
intègre de Pr on pose MC = Ω1(1) ⊗OC où Ω1 est le fibré cotangent de Pr . Si A est un fibré
en droites sur C tel que H 1(Λ2M ⊗ A = 0) alors la courbe C est h0(A)-régulière [5]. Si la
courbe est rationnelle on a MC =⊕ri=1 OP 1(−ai) avec a1  · · ·  ar . La codimension dans
Md de l’espace des courbes ayant ce type de scindage est
∑
i>j max(0, ai − aj − 1) [12]. Nous
utiliserons les résultats suivants :
Lemme 2.1. (Voir [7].) Soit Md(Pr ) l’ouvert du schéma de Hilbert paramétrant les courbes
lisses irréductibles rationnelles de degré d . Le sous-ensemble des courbes ayant une b-sécante
a une codimension supérieure ou égale à
(r − 1)(b − 2) − b
pour d  4, r  3, d > b 3.
Lemme 2.2. (Voir [6, p. 36].) Le nombre de conditions imposées aux hypersurfaces de de-
gré k de Pr par un sous-schéma Γ est la dimension de l’image du morphisme de restriction
H 0(OP r (k)) → H 0(OΓ (k)). Un groupe de points Γ de degré d de Pr en position générale (au-
cun sous groupe de r + 1 points contenu dans un hyperplan) impose au moins min(d, kr + 1)
conditions aux hypersurfaces de degré k de Pr . Si d > kr + 1(2r + 2 si k = 2), alors Γ impose
exactement kr + 1 conditions aux hypersurfaces de degré k si et seulement si Γ est contenue
dans une courbe rationnelle normale.
3. La méthode
Soit Md la famille des courbes lisses rationnelles de degré d de P4. Soit P125 l’espace des
hypersurfaces quintiques de P4. On s’intéresse à la correspondance d’incidence Id = {(C,F ) ∈
Md × P125}. S. Katz a montré que la conjecture de Clemens est vraie en degré d si Id est ir-
réductible. Malheureusement dès que d  12, Id n’est pas irréductible [8]. Si l’on considère la
projection de Id sur Md , la fibre au dessus d’une courbe C est l’espace projectif Ph
0(I
C/P 4 (5))−1
.
Si toutes ces fibres avaient la même dimension on aurait l’irréductibilité de Id . Ce n’est pas le cas
dès que d  8. Johnsen et Kleiman [8] ont montré que pour établir la forme forte de la conjec-
ture de Clemens pour d  24 il suffisait de montrer que I ′d = Id − Id,0 ne domine pas P125 où
Id,0 = {(C,F ) ∈ Id, h1(IC/P 4(5)) = 0}. Si on pose Md,i = {C ∈ Md/h1(IC/P 4(5)) = i} et Id,i
l’image réciproque de Md,i dans Id , la suite exacte
0 → H 0(IC(5)
)→ H 0(OP 4(5)
)→ H 0(OC(5)
)→ H 1(IC(5)
)→ 0
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dim Id,i = dimMd,i + 125 − (5d + 1) + i.
Il s’agit de montrer que Id,i ne domine pas P125 pour i > 0. Il suffira par exemple de montrer
que codimMd,i > i pour i > 0. On fera un raisonnement par l’absurde en supposant que i =
h1(IC(5)) codimF si la courbe C appartient à la famille F .
4. Courbes de degré 11
Théorème 4.1. I ′11 ne domine pas P125. La forme forte de la conjecture de Clemens est donc
vraie pour d = 11.
Démonstration. Soit C une courbe lisse rationnelle de degré 11 de P4. On note MC =
Ω1
P 4
(1)⊗OC . On a MC =⊕4i=1 OP 1(−ai) avec 0 a1  a2  a3  a4. Si h1(IC(5)) = 0 alors
h1(Λ2M ⊗OP 1(5)) = 0. Ceci implique que a3 + a4  7. On distinguera les cas non dégénérés
et les cas dégénérés.
Cas non dégénérés. Soit C une courbe lisse rationnelle irréductible non dégénérée de P4.
Soit H un hyperplan général de P4. La suite exacte
0 → IC(−1) → IC → IC ∩H → 0
donne
H 1
(
IC(k − 1)
)→ H 1(IC(k)
)→ H 1(IC ∩H (k)
)
.
Par ailleurs on a
0 → H 0(IC ∩H (k)
)→ H 0(OH (k)
)→ H 0(OC ∩H ) → H 1
(
IC ∩H (k)
)→ 0.
Le lemme 2.2 donne alors h1(IC ∩H (4)) = h1(IC ∩H (5)) = 0 et donc h1(IC(3)) h1(IC(4))
h1(IC(5)).
Si h1(IC ∩H (3)) > 0, alors Γ = C ∩H est sur une cubique gauche XΓ de H toujours d’après
le lemme 2.2. Toute hypersurface cubique de P4 contenant C contiendra Γ = C ∩ H et donc
la cubique gauche XΓ . Réciproquement XΓ est l’intersection des surfaces cubiques de H qui
la contiennent donc l’intersection des hypersurfaces cubiques de P4 contenant C rencontre H
exactement en XΓ . Donc l’intersection des hypersurfaces cubiques contenant C est une surface
S dont la section hyperplane générale est une cubique gauche. La courbe C est donc tracée sur
une surface cubique réglée de P 4. On sait qu’une telle surface est tracée sur trois hypersurfaces
quadriques linéairement indépendantes.
Si h1(IC ∩H (3)) = 0 alors h1(IC(2))  h1(IC(3)). Par ailleurs d’après le lemme 4.2 si
h1(IC ∩H (5)) > 0 alors C ∩ H contient 7 points alignés et si h1(IC ∩H (4)) > 0 alors C ∩ H
a 6 points alignés ou 10 points sur une conique.
Si la courbe C n’a pas de 7-sécante alors h1(IC ∩H (5)) = 0 pour tout hyperplan H . La
multiplication par H donne une application linéaire surjective H : H 1(IC(4)) → H 1(IC(5)) re-
présentée par une matrice dont les coefficients sont des fonctions linéaires homogènes de H .
La variété définie dans le dual de P4 par les mineurs maximaux de cette matrice est vide. Il
en résulte que h1(IC(4))  h1(IC(5)) + 4 [4, Theorem 14.4]. Si de plus la courbe n’a ni 6-
sécante, ni conique 10-sécante le même argument donne h1(IC(3)) h1(IC(4))+4. La strate de
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sion est 2. Si h1(IC(5)) 2 on obtient avec les hypothèses ci-dessus h1(IC(2)) h1(IC(3))
h1(IC(5)) + 8  10. Il en résulte que h0(IC(2))  2. La courbe est donc sur au moins deux
hypersurfaces quadriques linéairement indépendantes.
Si la courbe C a une 6-sécante ou une conique 10-sécante et pas de 7-sc´ante, on est en co-
dimension supérieure ou égal à 6 et on a h1(IC(4))  h1(IC(5)) + 4. Si h1(IC(5))  6 alors
h1(IC(2)) 10 donc h0(IC(2)) 2.
Si la courbe a une 7-sécante, on est en codimension supérieure ou égale à 8. Les hyperplans
H tels que h1(IC ∩H(5)) > 0 sont ceux contenant la 7-sécante. C’est un plan dans le dual de P4.
On en déduit comme précédemment h1(IC(4)) h1(IC(5)) + 1 et h1(IC(3)) h1(IC(4)) + 1.
Si h1(IC(5))  8 alors h1(IC(2))  10 et donc h0(IC(2))  2. On a donc obtenu dans tous les
cas h0(IC(2)) 2. Les courbes vérifiant cette condition sont en codimension supérieure ou égale
à 10. Si de plus h1(IC(5)) 10, on considère la courbe résiduelle C′ de C dans une intersection
complète (2,2,5) obtenue en prenant deux hypersurfaces quadriques contenant la courbe C et
une hypersurface quintique générique supposée contenir la courbe C. Les formules de liaison
donnent ici h1(IC′) = h1(IC(4)) h1(IC(5)) 10. C’est absurde car la courbe C′ est de degré 9.
Cas dégénérés. Les courbes contenues dans un hyperplan forment une famille de codimen-
sion 8 de M11(P4). On considère donc une courbe irréductible lisse rationnelle contenue dans P3.
Si la courbe n’a pas de 7-sécante alors h1(IC ∩H (5)) = 0 pour tout plan H de P3. L’argument déjà
utilisé relatif aux mineurs maximaux donne h1(IC(4)) h1(IC(5)) + 3. Si h1(IC(5)) 8 alors
h1(IC(4))  11 et h0(IC(4))  1. Si la courbe a une 7-sécante, on est en codimension 3 dans
M11(P 3) et donc en codimension 11 dans M11(P 4). Si h1(IC(5))  11 alors h1(IC(4))  11
et donc h0(IC(4))  1. La courbe est donc tracée sur une surface quartique de P3. On consi-
dère alors la trace sur P3 d’une hypersurface quintique générique de P4 contenant C. On a lors
une liaison (4,5). La courbe C′ lie à C est de degré 9 et on a h1(IC′) = h1(IC(4)) 11. C’est
absurde. 
Lemme 4.2. Soit Γ ⊂ P3 un groupe curviligne de 11 points. Si h1(IΓ/P 3(5)) > 0 alors Γ
contient 7 points alignés. Si h1(IΓ/P 3(4)) > 0 alors Γ contient 6 points alignés ou 10 points
sur une conique.
Démonstration. S’il existe un plan H de P3 tel que h1(IΓ ∩H (k)) > 0 pour k = 4 ou k = 5 le
résultat est bien connu et figure par exemple dans [3]. On suppose donc que h1(IΓ/P 3(5)) > 0
mais que h1(IΓ ∩H (5)) = 0 pour tout plan H de P 3. On a alors h1(IΓ (4)) h1(IΓ (5)) + 3. Par
ailleurs la suite h1(IΓ (l)), l −1 est strictement décroissante puis stationne en 0. En effet si on
considère un plan H de P3 ne rencontrant pas Γ on a une suite exacte
0 → IΓ (l) → IΓ (l + 1) →OH (l + 1) → 0.
On considère alors la suite longue de cohomologie qui en résulte. Si
H 0
(
IΓ (l + 1)
)→ H 0(OH (l + 1)
)
est surjectif pour l = l0 alors il l’est pour l  l0 car ⊕l H 0(OH (l)) est un quotient de⊕
l H
0(OP3(l)). Mais il ne peut l’être pour l = τ = max{l/h1(IΓ (l)) = 0} sinon on aurait
h1(IΓ (τ )) = h1(IΓ (τ + 1)). Donc pour l < τ , H 1(IΓ (l)) → H 1(IΓ (l + 1)) est surjectif mais
pas injectif. Il en résulte que h1(IΓ (2))  6 et donc h0(IΓ (2))  5. L’intersection de 3 qua-
driques linéairement indépendantes contenant Γ ne peut être de dimension 0 (8 points). Cette
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tion contient en outre 4 points (resp. 2 points, resp. 0 point). On en déduit que 7 points de Γ
sont sur la droite (resp. 9 sur la conique, resp. 11 sur la cubique gauche). Si les 11 points sont
sur une cubique gauche, toute quadrique contenant les 11 points contient la cubique gauche et
réciproquement. Mais le nombre de quadriques linéairement indépendantes contenant la cubique
gauche est 3 et n’est donc pas supérieur ou égal à 5. On suppose que 9 points de Γ sont sur
une conique Λ. Toute quadrique contenant Γ contient Λ. La réciproque est vraie en raison des
dimensions de ces espaces de quadriques. L’intersection des quadriques contenant Λ est égale
à Λ. Donc la conique contient Γ . Le groupe de points Γ étant contenu dans un plan on peut
utiliser [3]. Le cas h1(IΓ/P 3(4)) > 0 se traite de la même maniêre. 
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